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=] = = E APRN G4
https://fdf-uni.github.io/ft Tutorium 7


https://fdf-uni.github.io/ft

Der Vollstandigkeit halber: Residuensatz
Theorem

Ist f in einer offenen Menge 2, welche einen (positiv orientierten) Kreis C (oder
allgemeiner eine toy contour C) enthalt, holomorph bis auf Polstellen® z, .

ey ZN
innerhalb von C, so gilt

N
/ f(z)dz = 27riZ res,, f.
€ k=1

2Die Definition dieser kommt spater.

https://fdf-uni.github.io/ft Tutorium 7 16. & 17. Juni 2025 2/5


https://fdf-uni.github.io/ft

Der Vollstandigkeit halber: Residuensatz

Theorem

Ist f in einer offenen Menge 2, welche einen (positiv orientierten) Kreis C (oder
allgemeiner eine toy contour C) enthilt, holomorph bis auf Polstellen® z, ..., zy
innerhalb von C, so gilt

N
/ f(z)dz = 27riZ res,, f.
€ k=1

2Die Definition dieser kommt spater.

Hierbei bezeichnet res,, f das Residuum von f bei zx, welches, falls zx eine
Polstelle der Ordnung n ist, wie folgt berechnet werden kann:

n—1
res, f = lim ﬁ ((‘362) ((z = zx)"f(2)).

Z—rZ)
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Der Vollstandigkeit halber: Residuensatz

Theorem

Ist f in einer offenen Menge Q, welche einen (positiv orientierten) Kreis C (oder
allgemeiner eine toy contour C) enthilt, holomorph bis auf Polstellen® z, . .

innerhalb von C, so gilt

N
/ f(z)dz = 27riz res,, f.
€ k=1

2Die Definition dieser kommt spater.

<y ZN

Hierbei bezeichnet res,, f das Residuum von f bei zx, welches, falls zx eine
Polstelle der Ordnung n ist, wie folgt berechnet werden kann:

n—1
res, f = lim ﬁ <§Z) ((z = zx)"f(2)).

Z—rZ)

Definiert ist dieses als Koeffizient a_; in der Entwicklung
f(z)=an(z—2)""+ - +a(z—2z)"" +G(2)

mit G holomorph in einer Umgebung von z, (fiir die Existenz einer solchen
Entwicklung, s. Lemma 3.2).
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Nullstellen holomorpher Funktionen

Seien Q C C offen, f: Q — C holomorph mit #Z 0 und z, € Q eine Nullstelle von
f, d.h. f(z0) = 0. Dann existieren eine offene Umgebung U C Q von z, eine
holomorphe Funktion g: U — C mit g(z) # 0 und ein eindeutiges n € N, sodass

f(z) =(z—2)"g(2) Vz e U.

n heiBt Ordnung (auch Vielfachheit) der Nullstelle zg.
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Isolierte Singularitaten holomorpher Funktionen

Seien Q C C offen, zp € Q und f: Q\ {z} — C holomorph.

oy <3 = E 9ae
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Isolierte Singularitaten holomorpher Funktionen

Seien Q C C offen, zg € Q und f: Q\ {2} — C holomorph.

f(z) falls z # z,
w falls z = z
existiert eine holomorphe Fortsetzung von f, so heit zy hebbare Singularitat.

o Existiert w € C, sodass f:(z) = holomorph in Q ist, d.h.
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Isolierte Singularitaten holomorpher Funktionen

Seien Q C C offen, zg € Q und f: Q\ {2} — C holomorph.

f(z) falls z # z,

w falls z = z
existiert eine holomorphe Fortsetzung von f, so heiit zy hebbare Singularitit.

@ Verschwindet f in einer Umgebung von zy nicht und ist die Funktion % wenn
sie durch Null bei z fortgesetzt wird, holomorph, so heiBt zy Polstelle von f.
Die Ordnung (auch Vielfachheit) der Polstelle ist die Ordnung der Nullstelle
der derart fortgesetzten Funktion %

o Existiert w € C, sodass f:(z) = holomorph in Q ist, d.h.
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Isolierte Singularitaten holomorpher Funktionen

Seien Q C C offen, zg € Q und f: Q\ {2} — C holomorph.

= f fall
o Existiert w € C, sodass f(z) = (z) falls z 7 2, holomorph in Q ist, d.h.
w falls z = z

existiert eine holomorphe Fortsetzung von f, so heiit zy hebbare Singularitit.

@ Verschwindet f in einer Umgebung von zy nicht und ist die Funktion % wenn
sie durch Null bei z fortgesetzt wird, holomorph, so heiBt zy Polstelle von f.
Die Ordnung (auch Vielfachheit) der Polstelle ist die Ordnung der Nullstelle
der derart fortgesetzten Funktion %

@ Ist zy weder eine hebbare Singularitdt, noch eine Polstelle, so heift z
wesentliche Singularitdt von f.
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Isolierte Singularitaten holomorpher Funktionen

Seien Q C C offen, zg € Q und f: Q\ {2} — C holomorph.

= f fall
o Existiert w € C, sodass f(z) = (z) falls z 7 2, holomorph in Q ist, d.h.
w falls z = z

existiert eine holomorphe Fortsetzung von f, so heiit zy hebbare Singularitit.

@ Verschwindet f in einer Umgebung von zy nicht und ist die Funktion % wenn
sie durch Null bei z fortgesetzt wird, holomorph, so heiBt zy Polstelle von f.
Die Ordnung (auch Vielfachheit) der Polstelle ist die Ordnung der Nullstelle
der derart fortgesetzten Funktion %

@ Ist zy weder eine hebbare Singularitdt, noch eine Polstelle, so heift z
wesentliche Singularitdt von f.

Ist (z4)nen C 2 eine Folge ohne Haufungspunkt in Q und g: Q\{z,: ne N} - C
holomorph mit Polstellen bei den z,, so heit g meromorph.
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Satze zu/Kriterien fiir isolierten Singularitdten

Im Folgenden seien €2, zg und f wie auf der vorherigen Folie.
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Satze zu/Kriterien fiir isolierten Singularitdten

Im Folgenden seien €2, zg und f wie auf der vorherigen Folie.

Theorem (Riemannscher Hebbarkeitssatz)

Ist f beschrankt (in einer Umgebung von zy), so ist zy eine hebbare Singularitat. J
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Satze zu/Kriterien fiir isolierten Singularitdten

Im Folgenden seien €2, zg und f wie auf der vorherigen Folie.

Theorem (Riemannscher Hebbarkeitssatz)
Ist f beschrankt (in einer Umgebung von zy), so ist zy eine hebbare Singularitat. J

Hingegen ist zy genau dann eine Polstelle von f, wenn |f(z)| — oo fiir z — z gilt.
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Satze zu/Kriterien fiir isolierten Singularitdten

Im Folgenden seien €2, zg und f wie auf der vorherigen Folie.

Theorem (Riemannscher Hebbarkeitssatz) J

Ist f beschrankt (in einer Umgebung von zy), so ist zy eine hebbare Singularitat.

Hingegen ist zy genau dann eine Polstelle von f, wenn |f(z)| — oo fiir z — z gilt.

Theorem (Casorati-WeierstraB)

Ist f: D.(z0) \ {zo} — C holomorph und z, eine wesentliche Singularitit, so ist
f(D(z0) \ {z0}) dicht in C.
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